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 В работе рассматривается задача оптимального управления для модельного 
нелинейного гиперболического уравнения с управлением в старших коэффициентах. 
Исследован вопрос существования оптимального управления и, используя расширение 
понятия производной функционала, установлены необходимые условия оптимальности 
в форме вариационных неравенств. 
 

Задача управления в коэффициентах представляют большой теоретиче-
ский и практический интерес [1-4]. Сложность задач управления в коэффициен-
тах во многом обусловлена их возможной неразрешимостью, а при исследова-
нии этих задач возникает ряд трудностей, связанных с их некорректностью и 
сильной нелинейностью [3], [5]. Задачи оптимального управления  коэффициен-
тами гиперболических уравнений имеют большое прикладное значение. Такие 
задачи встречаются при оптимизации механических конструкций, при решении 
коэффициентных обратных задач [2], [6]. Задачи оптимального управления ко-
эффициентами при старших производных гиперболических уравнений являют-
ся некорректными, когда управляющие коэффициенты принадлежат простран-
ству существенно ограниченных функций [3]. Поэтому приходится перейти к 
новым постановкам таких задач [5]. Один из возможных подходов к решению 
таких задач связан с использованием гладких (регулярных) управлений. Отме-
тим, что во многих задач физики и техники требуется использование регуляр-
ных управлений [6]. 

 В настоящей работе рассматривается задача оптимального управления 
для одного модельного нелинейного гиперболического уравнения. Управляю-
щая функция входит в коэффициенты при старших производных. Поэтому вы-
числение производной функционала наталкивается на принципиальные трудно-
сти. Особенностью задач с управлением в главной части оператора является то 
обстоятельство, что уравнение состояния имеет решение не на всем простран-
стве управлений. В работе исследован вопрос существования оптимального 
управления и, используя расширения понятия производной функционала, т.е. 
производную функционала по выпуклому множеству, установлены необходи-
мые условия оптимальности в форме вариационных неравенств. 
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Постановка задачи  
 Пусть задана открытая ограниченная область Ω  из пространства nR  с 
гладкой границей ),0(,0, TQT ×Ω=>Γ -цилиндр, ),0( TS ×Γ= -боковая по-
верхность цилиндра . Рассматривается уравнение Q
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где - функция состояния, ),( txuu = )(xυυ = - управление,  
)(),(),,( 10 xxtxf ϕϕ - известные функции, 0>ρ  - заданное число. Предполага-

ется, что   , где ),()()( 1
00 Ω∩Ω∈ pLHxϕ )(2

1 Ω∈Lϕ 2+= ρp . Управление 

выбирается из множества { }Ω≤≤<Ω∈= íàâïbxaHU ..)(0)(1 υυ , где   - за-
данные числа. 

ba,

 Для любого U∈υ  задача (1), (2) разрешима в пространстве  
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 Отметим, что при каждом допустимом управлении из U  решение задачи (1), 
(2)  понимается в обобщенном смысле, т.е. в смысле интегрального тождества. 
 Определяя вторую производную по t  из равенства (1), установим вклю-
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 Таким образом, фактически разрешимость задачи (1), (2) устанавливает-
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 Отметим,  что единственность  решения  гарантирована  лишь  при  ма-

лых значениях показателя нелинейности ρ  и размерности  (n
2
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ρ , ρ - 

произвольно и конечно при 2=n ) (см. [7], с.27). 
 Определим функционал 
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где 0>α  - заданное число,  - заданная функция. Ставится 
следующая задача оптимального управления: найти такое допустимое управле-
ние из 

))(;,0( 1
0

2 Ω∈ HTLud

U , которое вместе с решением задачи (1), (2) минимизирует функцио-
нал (3) на множестве U . Эту задачу назовем задачей (1)-(3). 
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 Теорема 1.  Задача (1)-(3) разрешима. 
 Доказательство.  Пусть Uk ⊂}{υ  минимизирующая  последователь-
ность, т.е. )(inf)(lim υυ

υ
JJ

Ukk ∈∞→
= . В силу коэрцитивности функционала )(υI  ми-

нимизирующая последовательность }{ kυ  ограничена в . Извлечём из 
неё такую подпоследовательность, с сохранением прежнего обозначения, что 
имеет место  

)(1 ΩH

0υυ →k  слабо в . По теореме Реллиха  )(1 ΩH 0υυ →k  сильно в 

 при )(2 ΩL ∞→k . В силу слабой замкнутости множества UU ∈0,υ . Умно-
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результат по области Ω , после элементарных преобразований будем иметь 
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 Интегрируя полученное неравенство по t  с учетом леммы Гронуолла и 
условий (2), установим ограниченность последовательности  в пространст-

ве . Тогда, пользуясь теоремой Банаха-Алаоглу, извлечем из последователь-
ности   такую последовательность, с сохранением прежнего обозначения, 

что имеет место     

}{ ku

0Y
}{ ku

uuk → * - слабо в . Кроме того, пользуясь компактностью 

вложения пространства  в  (см. [7], с.70), получаем, что  

сильно в  и п.в. на  , а значит  

0Y
0Y )(2 QL 0uuk →

)(2 QL Q 00 uuuu kk
ρρ →   п.в. на  Q .  Из огра-

ниченности    в  пространстве  следует, что последовательность }{ ku )(QLp

}{ kk uu ρ  ограничена в . В силу определения обобщенного решения за-

дачи (1), (2), для  
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0),(),(1 =Φ∈Φ∀ TxQC  в 0),(, =ΦΩ tx  на S . 
 Тогда, перейдя к пределу в (4), установим, что )( 00 υuu = , а значит, 
отображение )(υυ u→  слабо непрерывно. Учитывая свойства нормы в гиль-
бертовом пространстве, приходим к неравенству 

)(inf)(lim)(lim)( 0 υυυυ
υ

IIII
Ukkkk ∈∞→∞→

==≤ , 

откуда следует, что управление Uu ∈0  оптимально. Теорема доказана. 
  

Производная по выпуклому множеству 
 Установим необходимые условия оптимальности для задачи (1)-(3), со-
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стоящей в минимизации функционала )(υI  на выпуклом множестве  про-

странства . 

U
)(1 ΩH

 Если данный функционал дифференцируем по Гато, то решение задачи 
 удовлетворяет вариационному неравенству ( [5], с.18) Uu ∈0

UI ∈∀≥−′ υυυυ 0),( 00 .                                        (5) 
 Для достижения желаемой цели достаточно найти соответствующую 
производную Гато, если она существует. Для этого требуется вычислить раз-
ность )()( 00 υσυ IhI −+ , где σ -некоторое число, а - произвольный элемент 

пространства . Тогда функция 

h
)(1 ΩH hσυ +0  может принимать отрицатель-

ные значения. Установить разрешимость задачи (1), (2) для такого управления 
не удается ввиду отсутствия  априорной оценки решения краевой задачи, вслед-
ствие чего нет возможности использования неравенства (5). Поэтому предлага-
ется такое обобщение производной Гато, которое оказалось бы линейным опе-
ратором, но не требовало бы в процессе его вычисления выхода за пределы за-
данного множества. 
 Определение 1 ([8]). Оператор , определенный на выпуклом подмно-
жестве  банахова пространство 

L
U V  со значениями в банаховом пространстве 

, назовем дифференцируемым по множеству Y U  в точке U∈υ , если сущест-
вует такой линейный непрерывный оператор , что при YV:D → 0→σ  имеет 
место сходимость 

)(/]))(([ υσυυσυ −→−−+ hDLhL  в Y  для любого Uh∈ . 
 При  производная по множеству VU = U  совпадает с производной Гато. 
 Теорема 2. Если функционал )(υI  имеет производную )( 0υI ′  по выпук-
лому множеству U  в точке U∈0υ , то необходимым условием его минимума на 

этом множестве в данной точке 0υ  будет вариационное неравенство (5). 

 На самом деле, если 0υ  - точка минимума функционала )(υI  на множе-
стве , то справедливо неравенство U 0)())(( 000 ≥−−+ υυυσυ IL  для всех 

)1,0(, ∈∈ συ U . Разделив это неравенство на σ  и перейдя в нем к пределу при 
0→σ  с учетом определения 1, получаем неравенство (5). 

 
 Задача дифференцируемости функции состояния по управлению 
 Пусть заданы банаховы пространства , выпуклое подмножество 

 пространства  и дифференцируемые по Фреше оператор  и 
функционал 

ZYV ,,
U V ZYVA →×:

RYVJ →×: . В дальнейшем через ),,(),,( 21 uAuA υυ ′′  ),,(1 uJ υ′  
),(2 uJ υ′ обозначаются частные производные оператора и функционала. Пред-

полагается, что для  любого U∈υ  существует единственная точка Yu ∈)(υ , 
удовлетворяющая уравнению 0))(,( =υυ uA . 
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 Задача H  состоит в отыскании такого управления U∈υ , на котором 
достигается минимум функционала  ))(,()( υυυ uJI =  на множестве . Для 
приведения задачи (1)-(3) к этому виду 

U
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щее значение критерия оптимальности для задачи (1)-(3). 
 Теорема 3. Если отображение )(υυ u→  дифференцируемо по множе-
ству U  в точке U∈0υ  и существует решение Zp ′∈  сопряженной задачи 

),,(),( 002
*

002 uJpuA υυ ′=′                                                         (6) 

0),(,0),( =
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где )( 00 υuu = , то для того чтобы эта точка была решением задачи H , необ-
ходимо,  чтобы выполнялось соотношение 

UpuAuJ ∈∀≥−′−′ υυυυυ ,0,),(),( 0
*

001001 .                                   (8) 

 Доказательство. Если отображение )(υυ u→  имеет производную )( 0υu′  

по множеству  в точке U 0υ , то с помощью теоремы о дифференцировании 
сложной функции ([9], с.637) найдем соответствующую производную функцио-
нала I  из равенства 

UuuJuJI ∈∀−′′+−′=−′ υυυυυυυυυυυ ,))((),,(),,(),( 00002000100 . 

 Аналогично из уравнения 0))(,( =υυ uA  на управлениях )( 00 υυσυ −+  
и 0υ  следует равенство 

[ ] 0))((),())(,( 000020001 =−′′+−′ υυυυυυυ uuAuA . 

Тогда для любой функции λ  из Z ′  справедливо соотношение 
0))((,),(,),( 00

*
0020

*
001 =−′′+−′ υυυλυυυλυ uuAuA . 

 Если теперь в качестве λ  выбирать решение задачи (6)-(7), то справед-
ливо равенство 

UpuAuJI ∈∀−′−′=−′ υυυυυυυυ ,,),(),(),( 0
*

00100100  
и условие (8) следует из вариационного неравенства (5). Отметим, что в том 
случае, когда  ),( 002 uA υ′  обладает непрерывным обратным оператором, задача 
(6), (7) имеет единственное решение в силу одновременной обратимости взаим-
но сопряженных операторов ([9], с.456), а дифференцируемость отображения 

)(υυ u→  следует из теоремы о неявной функции  ([9], с. 662). Практическое 
применение теоремы 3 для поставленной задачи сводится к проверке однознач-
ной разрешимости в соответствующих пространствах линеаризованного урав-
нения zuA =′ ϕυ ),( 002 . Применительно к уравнению (1) имеем задачу 
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где ),( txp - решение следующей задачи 
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 Доказательство. Найдем соответствующие производные и подставим ре-
зультат в соотношения (6) и (8). Для любых функций  имеем YH ∈Ω∈ ϕυ ),(1
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Updxdt
x
u

x
dx

xxx Q i

n

i i

n

i iii

∈∀≥⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−
∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+−⋅ ∫∑∫ ∑
=Ω =

υυυυυυυυυα 0)()( 0
0

11

00
00 , 

откуда следует соотношение (9). 
  

Расширенная производная по выпуклому множеству [8] 
 Оператор , связывающий соответствующие банаховы про-
странства, называется - расширенно дифференцируемым в точке 

YVL →:
),,,( 2211 YVYV

V∈0υ , если существуют такие банаховы пространства , удовле-

творяющие непрерывным вложениям ,  и такой линей-
2121 ,,, YYVV

1221 , YYYVVV ⊂⊂⊂⊂
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ный непрерывный оператор , что при 22: YVD → 0→σ  имеет место сходи-
мость DhLhL →−+ συσυ /)]()([ 00  в  для всех 1Y 1Vh∈ . Если речь идет о 

функционалах, то RYY ==1 , т.е. расширенная производная функционала от-
личается от классической лишь своей областью определения. Очевидно, что 
при  приходим к классической производной Гато, но в общем 
случае возможно существование производной оператора и в отсутствии произ-
водной Гато. Однако использование расширенной производной зависимости 
решения задачи (1), (2) от управления в данном случае не представляется воз-
можным, поскольку при некоторых направлениях 

YYVV == 11 ,

1Vh∈  точка hσυ +0  мо-
жет принимать отрицательные значения, которые не допустимы. В этой связи 
естественно воспользоваться понятием, сочетающим в себе свойства расширен-
ной производной и производной по выпуклому множеству. 
 Определение 2. Оператор  называется -расши-
ренно дифференцируемым по выпуклому подмножеству 

YVL →: ),,,( 2211 YVYV
U  пространства V  в 

точке U∈0υ , если существуют такие банаховы пространства , 

удовлетворяющие непрерывным вложениям  V , и такой ли-
нейный непрерывный оператор , что при 

2121 ,,, YYVV

1221 , YYYVV ⊂⊂⊂⊂

22: YVD → 0→σ  имеет место сходимость 
−−+ ))(([ 00 υυσυL )(/)]( 00 υυσυ −→ DL  в  для всех 1Y )( 10 VU +∩∈ υυ   ([8]). 

 При VU =  расширенная производная по U  совпадает с обычной рас-
ширенной производной, а при YYVV == 11 , - с производной, характеризуе-
мой определением 1. 
 Теорема 5. Если функционал )(υI  имеет расширенную производную  )( 0υI ′  
по выпуклому множеству  в точке U U∈0υ , то необходимым условием его ми-

нимума на этом множестве в данной точке 0υ  будет вариационное неравенство 

)(,0),( 1000 VUI +∩∈∀≥−′ υυυυυ . 
 На самом деле, достаточно в доказательстве теоремы 2 выбирать варьи-
руемые направления из соответствующего более узкого класса функций. Ана-
логично, заменяя в теореме 3 обычные производные на расширенные, с соот-
ветствующим изменением функциональных пространств, приходим к следую-
щему утверждению. 
 Теорема 6. Пусть отображение )(υυ u→  - расширенно диф-
ференцируемо по множеству U  в точке 

),,,( 2211 YVYV

0υ , функционал  обладает - 

расширенной производной 

J ),,,( 21 RVRV
),(1J 00 uυ′  по множеству  и - расши-

ренной производной в точке 

U ),,,( 21 RYRY
),( 00 uυ , где )( 00 υuu = , и решение сопряженной задачи 

(6)-(7), удовлетворяющее включениям , сущест-

вует. Для того чтобы точка 

*
2

*
002

*
1

*
001 ),(,),( YpuAVpuA ∈′∈′ υυ

0υ  была решением задачи H , необходимо, чтобы 
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выполнялось соотношение 
)(,0,),(),( 100

*
001001 VUpuAuJ +∩∈∀≥−′−′ υυυυυυ . 
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QEYRİ-XƏTTİ HİPERBOLİK TƏNLİK ÜÇÜN YÜKSƏK TƏRTİB TÖRƏMƏLƏRİN 

ƏMSALLARINDA İDARƏEDİCİ OLAN OPTİMAL İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİ 
 

H.F.QULİYEV, K.Ş.CABBAROVA 
 

XÜLASƏ 
 

 İşdə bir qeyri-xətti hiperbolik tənlik üçün yüksək tərtib törəmələrin əmsallarında ida-
rəedici olan optimal idarəetmə məsələsinə baxılmışdır. Optimal idarəedicinin varlığı məsələsi 
tədqiq olunmuş və funksionalın törəməsi anlayışının genişlənməsindən istifadə edərək va-
riasional bərabərsizliklər şəklində optimallığın zəruri şərtləri alınmışdır.  

 
OPTIMAL CONTROL PROBLEM WITH CONTROL AT THE COEFFICIENTS OF 

HIGH DERIVATIVES FOR THE NONLINEAR HYPERBOLIC EQUATION 
 

H.F.GULIYEV, K.Sh.JABBAROVA 
 

SUMMARY 
 

 The paper considers the optimal control problem for one non – linear hyperbolic 
equation with controls at high derivatives. The existence of the optimal control is investigated 
and using the expanded definition of the derivative of the functional, the necessary optimality 
conditions are obtained in the form of  variational inequalities.  


